
ΕΠΛ 232: Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα  
 

Κατ’οίκον Εργασία 1 
 

Ηµεροµηνία Παράδοσης: 24/02/04 
 
 
1. Σας δίνεται ένα σύνολο S από n εργασίες, όπου η εργασία i έχει χρόνο εκτέλεσης di 

µονάδες χρόνου. Έχετε στη διάθεσή σας ένα επεξεργαστή ο οποίος ανά πάσα στιγµή είναι 
χρησιµοποιήσιµος από µια εργασία. Μια δροµολόγηση των εργασιών είναι µια σειρά 
εκτέλεσης των εργασιών από τον επεξεργαστή. Για κάποια δροµολόγηση ορίζουµε το ci 
ως το χρόνο µέχρι τη συµπλήρωσης της εργασίας i σύµφωνα µε τη δροµολόγηση, και το 
µέσο χρόνο συµπλήρωσης των εργασιών, Ε, ως εξής: 
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Για παράδειγµα στην περίπτωση όπου n = 2, d1 = 3 και d2 = 5, υπάρχουν δύο 
δροµολογήσεις, οι 〈1,2〉 και 〈2,1〉. Κατά τη δροµολόγηση 〈1,2〉 έχουµε c1 = 3, c2 = 8 και 
Ε=11/2, ενώ, κατά τη δροµολόγηση 〈2,1〉, έχουµε c1 = 8, c2 = 5 και Ε = 13/2. 
 
(α) Στόχος της άσκησης είναι η δηµιουργία αλγορίθµου ο οποίος να βρίσκει και να 
επιστρέφει τη δροµολόγηση εργασιών µε τον ελάχιστο µέσο χρόνο συµπλήρωσης. 
Θεωρήστε τα πιο κάτω κριτήρια “απληστίας” για τη δηµιουργία άπληστου αλγορίθµου 
για το πρόβληµα. 
 
(i) Επέλεξε την εργασία µε το µικρότερο χρόνο εκτέλεσης. 
(ii) Επέλεξε την εργασία µε το µεγαλύτερο χρόνο εκτέλεσης. 
 
Για κάθε ένα από τα πιο πάνω κριτήρια είτε να αποδείξετε πως είναι κατάλληλο για τη 
δηµιουργία άπληστου αλγορίθµου για το πρόβληµα, είτε να δώσετε ένα απλό 
αντιπαράδειγµα που να δείχνει την ακαταλληλότητά του. 
 
(β) Θεωρήστε τώρα παραλλαγή του προβλήµατος όπου οι εργασίες δεν είναι διαθέσιµες 
από την αρχή. Αντίθετα, κάθε εργασία i έχει κάποιο χρόνο αποδέσµευσης ri, κατά τον 
οποίο γίνεται έτοιµη για εκτέλεση από τον επεξεργαστή. Υποθέστε επίσης πως στο 
σύστηµα στο οποίο τρέχουν οι εργασίες, είναι επιτρεπτή η διακοπή µιας εργασίας καθώς 
τυγχάνει επεξεργασίας από τον επεξεργαστή και επανεκκίνησή της σε µεταγενέστερο 
στάδιο. Για παράδειγµα, αν µια εργασία i έχει χρόνο εκτέλεσης di = 6 τότε µπορεί να 
ξεκινήσει στο χρόνο 1 και να διακοπεί στο χρόνο 4, να ξαναξεκινήσει στο χρόνο 11 και 
να διακοπεί το χρόνο 12 και τέλος να ξεκινήσει στο χρόνο 15 και να συµπληρωθεί στο 
χρόνο 17.  
 
Να σχεδιάσετε αλγόριθµο ο οποίος να δροµολογεί τις εργασίες ελαχιστοποιώντας το 
συνολικό µέσο χρόνο συµπλήρωσής τους σε αυτό το νέο σενάριο. Να αποδείξετε την 
ορθότητα του αλγορίθµου σας και να υπολογίσετε το χρόνο εκτέλεσής του. 
 



2. Σας δίνεται µια σκακιέρα µε 4 γραµµές και n στήλες, και ένα σύνολο από 2n πέτρες. Κάθε 
πέτρα µπορεί να τοποθετηθεί σε ακριβώς ένα τετράγωνο της σκακιέρας. Μια νόµιµη 
τοποθέτηση ορίζεται ως µια τοποθέτηση κάποιων ή όλων των πετρών στη σκακιέρα έτσι 
ώστε να µην υπάρχουν πέτρες τοποθετηµένες σε τετράγωνα που γειτνιάζουν είτε κάθετα 
είτε οριζόντια (διαγώνια γειτνίαση επιτρέπεται). Σε κάθε τετράγωνο είναι γραµµένος ένας 
ακέραιος αριθµός.  Γράφουµε gain(i,j) για τον αριθµό που είναι γραµµένος στο τετράγωνο 
(i,j) της σκακιέρας. Η τιµή µιας νόµιµης τοποθέτησης είναι το άθροισµα των ακεραίων 
όλων των τετραγώνων που καλύπτονται από πέτρες στην τοποθέτηση. Θέλουµε να 
υπολογίσουµε τη µέγιστη τιµή των κανονικών τοποθετήσεων.  

 
(α) Να προσδιορίσετε και να αριθµήσετε τις νόµιµες τοποθετήσεις που µπορούν να 
συµβούν σε µια στήλη της σκακιέρας. 
 
(β) Χρησιµοποιώντας την αρίθµησή σας από το µέρος (α), να ορίσετε αναδροµικά τη 
δοµή µιας βέλτιστης λύσης. Συγκεκριµένα, να εκφράσετε αναδροµικά τη µέγιστη τιµή 
νόµιµης τοποθέτησης, C(i,k), από τη στήλη 1 µέχρι τη στήλη i, που τελειώνει µε στήλη 
στην τοποθέτηση µε αριθµό k. (Βεβαιωθείτε πως η απάντησή σας καλύπτει όλες τις 
περιπτώσεις.) 
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(γ) Με βάση την πιο πάνω σχέση να σχεδιάσετε αλγόριθµο δυναµικού προγραµµατισµού 
ο οποίος να λύνει το πρόβληµα. Ποια η χρονική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου σας σαν 
συνάρτηση του n. 
 
(δ) Nα επεκτείνετε τον αλγόριθµο έτσι ώστε να επιστρέφεται όχι µόνο τη µέγιστη τιµή 
των νόµιµων τοποθετήσεων αλλά και τη µορφή µιας νόµιµης τοποθέτησης µε µέγιστη 
τιµή.  
 

3. Θεωρήστε τα πολυώνυµα δευτέρου βαθµού  
A(x) = a0 + a1x + a2x2 
B(x) = b0 + b1x + b2x2 

Θέλουµε να υπολογίσουµε το γινόµενο των δύο πολυωνύµων C(x) = A(x)⋅B(x). 
 
(α) Πόσοι πολλαπλασιασµοί και προσθέσεις απαιτούνται για τον υπολογισµό του C(x) µε 
την µέθοδο που ακολουθεί τον ορισµό του γινοµένου των δύο πολυωνύµων; 
 
(β) Θεωρήστε τα πιο κάτω γινόµενα: 

          P1 = a0⋅b0 
          P2 = a1⋅b1 
          P3 = a2⋅b2 

P4 = (a0 + a1)⋅(b0 + b1) 
P5 = (a1 + a2)⋅(b1 + b2) 
P6 = (a0 + a2)⋅(b0 + b2) 

 



Να δείξετε µέθοδο υπολογισµού των συντελεστών του πολυωνύµου C(x) 
χρησιµοποιώντας µόνο τα πιο πάνω γινόµενα και κάποιες επιπρόσθετες προσθαφαιρέσεις. 
Ποιος είναι ο συνολικός αριθµός πολλαπλασιασµών και προσθαφαιρέσεων που 
απαιτούνται; 
 
(γ) Να χρησιµοποιήσετε την πιο πάνω µέθοδο για να δώσετε αλγόριθµο τύπου διαίρει και 
βασίλευε για τον πολλαπλασιασµό δύο πολυωνύµων βαθµού n, µε χρόνο εκτέλεσης 
Θ(nlog

3
 6). 

 
(δ) Έστω ότι γνωρίζουµε την ύπαρξη ενός αλγόριθµου Α ο οποίος πολλαπλασιάζει δύο 
πολυώνυµα βαθµού n µε m αναδροµικούς πολλαπλασιασµούς και κάποιο σταθερό αριθµό 
προσθαφαιρέσεων  πολυωνύµων βαθµού n/4. Nα βρεθεί η µέγιστη τιµή του m για την 
οποία ο αλγόριθµος Α είναι πιο αποδοτικός από τον πιο πάνω αλγόριθµο. (Μπορεί να 
χρησιµοποιηθεί το θεώρηµα γενικής χρήσης για λύση οποιασδήποτε αναδροµικής 
εξίσωσης συναντηθεί). 
 

4. Θεωρήστε το πιο κάτω επιτραπέζιο παιχνίδι. Τριάντα δύο πέτρες είναι τοποθετηµένες σε 
µια “σκακιέρα” όπως φαίνεται στο πιο κάτω σχήµα. Αρχικά, µόνο η θέση στο κέντρο της 
σκακιέρας είναι κενή. Επιτρεπτές κινήσεις του παιχνιδιού είναι οι εξής: Μια πέτρα Χ 
µπορεί να περάσει πάνω από µια γειτονική της πέτρα Υ, είτε οριζόντια είτε κάθετα, 
δεδοµένου ότι η θέση που ακολουθεί είναι κενή. Σε τέτοια περίπτωση η πέτρα Υ 
αφαιρείται από τη σκακιέρα. Να γράψετε αλγόριθµο που να δίνει µια σειρά κινήσεων η 
οποία να οδηγεί στην κατάσταση όπου παραµένει µόνο µια πέτρα στη σκακιέρα και όπου 
αυτή βρίσκεται τοποθετηµένη στο κέντρο της σκακιέρας. Να αναλύσετε τη χρονική 
πολυπλοκότητα του αλγορίθµου σας. 

 
 
5. Να δώσετε αλγορίθµους οι οποίοι µε δεδοµένο εισόδου κάποιο γράφο να υπολογίζουν τα 

πιο κάτω:  
(i) Τον µέγιστο αριθµό µονοπατιών ανάµεσα σε κάθε ζεύγος κορυφών. 
(ii) Τον αριθµό βραχύτερων  µονοπατιών ανάµεσα σε κάθε ζεύγος κορυφών. 

 


