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ΕΠΛ 232: Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα  
 

Κατ’οίκον Εργασία 3 – Σκελετοί Λύσεων 
 

1. (α) Θεωρούµε ένα δίκτυο σύγκρισης µε n γραµµές εισόδου το οποίο δεν περιέχει 
κανένα συγκριτή ανάµεσα στις εισόδους i και i + 1, για κάποιο 1 ≤ i ≤ n. Έστω η 
ακολουθία Α = 〈1, 2, 3, …, i - 1, i + 1, i, i + 2, …, n〉 (ταξινοµηµένη εκτός από τις 
θέσεις i και i + 1).  Μπορούµε να δούµε (απόδειξη µε επαγωγή στο πλήθος των 
συγκριτών του δικτύου) ότι, µε δεδοµένο εισόδου την ακολουθία Α, το δίκτυο 
αποτυγχάνει να ταξινοµήσει την Α.    

 
(β) Το ζητούµενο µπορεί να επιτευχθεί µέσω ενός τροποποιηµένου ηµικαθαριστή. 
Απόδειξη µε επαγωγή στο n. 
 
Βασική περίπτωση - n = 1 
 
 
 

 
Προφανώς το δίκτυο διαχωρίζει τους 1 µικρότερους από τους 1 µεγαλύτερους 
αριθµούς. 
 
Υπόθεση της επαγωγής: Ένας τροποποιηµένος ηµι-καθαριστής µεγέθους 2k 
ικανοποιεί τις προδιαγραφές του προβλήµατος. 
 
Βήµα της επαγωγής:  
Μας δίνονται 2(k+1) ακέραιοι, a1, a2, …, a2k+2, και θέλουµε να ξεχωρίσουµε τους k+1 
µικρότερους από τους k+1 µεγαλύτερους. Υπάρχουν δύο περιπτώσεις: 
- Αν a1 < a2k+2 τότε οι k+1  µικρότεροι είναι ο a1 και οι k µικρότεροι από τους a2, …, 

a2k+1. 
- Αν a1 > a2k+2 τότε οι k+1 µικρότεροι είναι ο a2k+2 και οι k µικρότεροι από τους a2, 

…, a2k+1. 
Εποµένως οι k+1  µικρότεροι αριθµοί είναι ο min(a1,a2k+2)και οι k µικρότεροι από 
τους a2, …, a2k+1. 
 
Θεωρήστε ένα τροποποιηµένο ηµι-καθαριστή µεγέθους (2k + 2). 
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Από την υπόθεση της επαγωγής ο τροποποιηµένος καθαριστής µεγέθους 2k που 
φαίνεται σκιασµένος στο σχήµα διαχωρίζει το δεδοµένο εισόδου a2, a2, …, a2k+1 
στους k µικρότερους και στους k µεγαλύτερους αριθµούς και ο αρχικός συγκριτής 
ανεβάζει στην πρώτη γραµµή τον ελάχιστο ανάµεσα στους a1 και a2k+2. Κατά 
συνέπεια το δίκτυο πετυχαίνει το στόχο του. 
 

2. O τυχαιοποιηµένος Las Vegas αλγόριθµος έχει ως εξής: 
• ∆ιάλεξε τυχαία και οµοιόµορφα δύο θέσεις του πίνακα Χ, έστω i και j. 
• Αν j≠i και Χ[i] = X[j] τότε έχεις εντοπίσει το ζητούµενο στοιχείο και µπορείς 

να το επιστρέψεις και να τερµατίσεις. 
• ∆ιαφορετικά επανάλαβε από την αρχή. 

 
Ο αλγόριθµος τερµατίζει µετά από µία µόνο επανάληψη µε πιθανότητα 
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Κατά συνέπεια, ο αλγόριθµος τερµατίζει µετά από µία µόνο επανάληψη µε 
πιθανότητα > 1/5 για κάθε n ≥ 10, ή, ο αλγόριθµος δεν τερµατίζει µετά από µία 
επανάληψη µε πιθανότητα ≤ 4/5. 
 
Εποµένως, ο αλγόριθµος δεν τερµατίζει µετά από 10 επαναλήψεις µε πιθανότητα 
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< , και τερµατίζει µέσα σε 10 επαναλήψεις µε πιθανότητα ≥ 0.8926. 

Παρόµοια, ο αλγόριθµος δεν τερµατίζει µετά από 100 επαναλήψεις µε πιθανότητα 
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< . ∆ηλαδή, σχεδόν σίγουρα ο αλγόριθµος θα τερµατίσει µετά 

από 100 επαναλήψεις, άσχετα µε το µέγεθος του στιγµιότυπου εισόδου n. 
 

Γενικά ισχύει ότι η πιθανότητα να µην τερµατίσει ο αλγόριθµος µέσα σε c⋅α⋅log n 
βήµατα, είναι  
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Πιθανότητα εύρεσης του 
στοιχείου µε τις n/2 

επαναλήψεις κατά την πρώτη 
τυχαιοποιηµένη επιλογή 

στοιχείου. 

Πιθανότητα εύρεσης 
διαφορετικής εµφάνισης του 

στοιχείου µε τις n/2 
επαναλήψεις κατά τη δεύτερη 
τυχαιοποιηµένη επιλογή. 
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∆ιαλέγοντας 
)4/5lg(
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≥c , έχουµε ότι α−< np . Έτσι φτάνουµε στο συµπέρασµα ότι 

ο αλγόριθµος τερµατίζει µέσα c⋅α⋅log n βήµατα µε πιθανότητα 
α
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n
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3. (α) Ο πιο κάτω παράλληλος αλγόριθµος υποθέτει µοντέλο παράλληλου υπολογισµού 

ΕRΕW. 
Θεωρούµε την ύπαρξη n καταχωρητών Μi  και θέλουµε να αντιγράψουµε την τιµή 
του πρώτου στους n – 1 υπόλοιπους. Υποθέτουµε ότι το n είναι δύναµη του 2. 
 
Φάση 1: Ο επεξεργαστής 1 διαβάζει την τιµή του Μ1 και την αντιγράφει στον Μ2. 
Φάση 2: Οι επεξεργαστές 1, 2 ταυτόχρονα διαβάζουν τις τιµές των Μ1, Μ2 και τις 
αντιγράφουν στους Μ3, Μ4. 
Φάση 3: Οι επεξεργαστές 1 - 4 ταυτόχρονα διαβάζουν τις τιµές των Μ1 - Μ4 και τις 
αντιγράφουν στους Μ5- Μ8. 
Φάση 4: Οι επεξεργαστές 1 - 8 ταυτόχρονα διαβάζουν τις τιµές των Μ1 - Μ8 και τις 
αντιγράφουν στους Μ9 - Μ16. 
… 
Φάση lg n: Οι επεξεργαστές 1 – n/2 ταυτόχρονα διαβάζουν τις τιµές των Μ1 - Μn/2 
και τις αντιγράφουν στους Μn/2 + 1 - Μn. 
 
Σε ψευδοκώδικα: 
for (i = 0 ; i ≤ lg n - 1; i++) 
 k = 2i; 

Processor j ∈ {1, …, 2i} in parallel do 
Mj+k   := Mj 

 
O αλγόριθµος πετυχαίνει το ζητούµενο σε χρόνο Ο(lg n) χρησιµοποιώντας n/2 
επεξεργαστές. 
 
(β) Αρχικά, παρατηρούµε ότι το δεδοµένο εισόδου µας αποτελείται από lg n  οµάδες 
µε n/lg n καταχωρητές η κάθε µια. Ο αλγόριθµος έχει ως εξής: 
 
Βήµα 1: Χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο από το µέρος (α) µπορούµε να γράψουµε 
την τιµή του Μ1 στην πρώτη οµάδα  από n/lg n καταχωρητές σε χρόνο Ο(lg n).  
 
Παραµένουν lg n -1  οµάδες µε n/lg n στοιχεία η κάθε µια. 
 
Βήµα 2: Οι n/lg n επεξεργαστές συνεργάζονται για να αντιγράψουν τα στοιχεία των 
πρώτων n/lg n επεξεργαστών στη δεύτερη οµάδα, σε χρόνο 1. 
 
Βήµα 3: Οι n/lg n επεξεργαστές συνεργάζονται για να αντιγράψουν τα στοιχεία των 
πρώτων n/lg n επεξεργαστών στην τρίτη οµάδα, σε χρόνο 1. 
 
Βήµα lg n: Οι n/lg n επεξεργαστές συνεργάζονται για να αντιγράψουν τα στοιχεία 
των πρώτων n/lg n επεξεργαστών στην n/lg n οµάδα, σε χρόνο 1. 
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Ο χρόνος εκτέλεσης του βήµατος 1, είναι της τάξης Ο(lg n) και κάθε ένα από τα 
επόµενα lg n - 1 βήµατα εκτελούνται σε Ο(1) χρόνο. Εποµένως αλγόριθµος 
πετυχαίνει το ζητούµενο σε χρόνο Ο(lg n) χρησιµοποιώντας n/ lg n επεξεργαστές. 
 

4. Ο ζητούµενος παράλληλος αλγόριθµος αφορά παραλληλοποίηση του αλγορίθµου του 
Strassen για πολλαπλασιασµό πινάκων. Υποθέτουµε πως ο αλγόριθµος υπολογίζει το 
γινόµενο των πινάκων Α και Β. 
 
i. Μοίρασε τους πίνακες Α και Β σε 4 υποπίνακες. 
 

ii. Κάνε 7 πολλαπλασιασµούς πινάκων διαστάσεων n/2×n/2 ο καθένας (δες 
ανάλυση αλγορίθµου του Strassen) αναδροµικά και παράλληλα 
χρησιµοποιώντας µια οµάδα επεξεργαστών για κάθε πολλαπλασιασµό. 

 

iii. Υπολόγισε τον C=A⋅B χρησιµοποιώντας προσθέσεις και αφαιρέσεις διαστάσεων 
n/2×n/2  ο καθένας (δες ανάλυση αλγορίθµου του Strassen). Κάθε µια από τις 
προσθαφαιρέσεις αυτές µπορούν να εκτελεστεί σε χρόνο Ο(1) χρησιµοποιώντας 
n² επεξεργαστές. 

 
Ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθµου δίνεται από την πιο κάτω αναδροµική εξίσωση: 
 
Τ(n) = T(n/2) + 1  =  T(n/4) + 2 
        = T(n/8) + 3  =  T(n/2i) + i 
        = T(n/2log n) + log n = log n + 1 
        ∈ Ο(log n) 
O αριθµός επεξεργαστών που χρησιµοποιεί ο αλγόριθµος δίνεται από την πιο κάτω 
αναδροµική εξίσωση: 
P(n) = 7P(n/2) + n² ∈O( 7lgn ) 
 

5. O αλγόριθµος εντοπίζει τη ζητούµενη θέση χρησιµοποιώντας ιδέες παρόµοιες µε 
αυτές του αλγορίθµου ∆υαδικής ∆ιερεύνησης. 

 
int findturn( int X[],int low, int high){ 
 

if low == high  
return low; 

int mid = (high + low)/2; 
 
if (X[mid] < X[mid + 1]) 
 findturn(X, mid, h); 
else 
 findturn(X, low, mid); 
 

}  
 


