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1ç ÓåéñÜ ÁóêÞóåùí

1. Ôï ôåôñÜãùíï åíüò ðßíáêá Á åßíáé ï ðßíáêáò Á2 = Á ·A.(a) Äåßîôå üôé ðÝíôå ðïëëáðëáóéáóìïß áñêïýí ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ôåôñáãþíïõ åíüò ðß-íáêá 2 × 2.
Ðáñáôçñåßóôå üôé, [ a bc d ]2

=

[ a2 + bc ab+ bdca+ dc d2 + cb ]

=

[ a2 + bc b(a+ d)c(a+ d) d2 + cb ]

¸ôóé áðáéôïýíôáé 5 ðïëëáðëáóéáóìïß: a2, bc, b(a+ d), c(a+ d) êáé d2.(b) Èá äåßîïõìå ôþñá üôé Ýíáò ôåôñáãùíéóìüò ðéíÜêùí äåí åßíáé åõêïëüôåñïò áðü ôïí ðïëëá-ðëáóéáóìü ðéíÜêùí. ÓõãêåêñéìÝíá, èá äåßîïõìå üôé áí ï ðïëëáðëáóéáóìüò n×n ðéíÜêùíìðïñåß íá ãßíåé óå ÷ñüíï S(n)+O(nc), ôüôå ï ðïëëáðëáóéáóìüò äýï n×n ðéíÜêùí ìðïñåßåðßóçò íá ãßíåé óå ÷ñüíï O(nc).i. Ìå äåäïìÝíïõò äýï n× n ðßíáêåò Á êáé Â, äåßîôå üôé ï ðßíáêáò A ·B +B ·A ìðïñåßíá õðïëïãéóôåß óå ÷ñüíï 3S(n) +O(n2).Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôï AB + BA, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ôáõôüôçôáAB+BA = (Á+Â)2−Á2−Â2. Ç ôáõôüôçôá ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò3 ôåôñáãùíéóìïýò, ìéá ðñüóèåóç êáé äýï áöáéñÝóåéò óå n× n ðßíáêåò. Ï ÷ñüíïò ãéáðñüóèåóç êáé áöáßñåóç ðéíÜêùí åßíáé O(n2), ïðüôå ï õðïëïãéóìüò A ·B+B ·A ìðïñåßíá ãßíåé óå ÷ñüíï 3S(n) +O(n2).ii. Ìå äåäïìÝíïõò äýï n× n ðßíáêåò × êáé Õ , ïñßæïõìå ôïõò 2n× 2n ðßíáêåò Á êáé Â,üðïõ Á =

( x 0
0 0

) êáé B =

(

0 Y
0 0

). Ðñïóäéïñßóôå ìéá êáôÜëëçëç Ýêöñáóç ãéáôïí ðßíáêá A · B + B · A. äåßîôå üôé ï ðßíáêáò A · B + B · A ìðïñåß íá õðïëïãéóôåßóå ÷ñüíï 3S(n) +O(n2).
AB +BA =

[

0 XY
0 0

].iii. ×ñçóéìïðïéåßóôå ôá åñùôÞìáôá (i) êáé (ii) ãéá íá åðé÷åéñçìáôïëïãÞóåôå üôé ôï ãé-íüìåíï X · Y ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß óå ÷ñüíï 3S(2n) + O(n2). ÓõìðåñÜíåôå üôé ïõðïëïãéóìüò n× n ðéíÜêùí ìðïñåß íá ãßíåé óå ÷ñüíï O(nc).ÄåäïìÝíùí äýï n × n ðéíÜêùí X êáé Y , êáôáóêåõáóå 2n × 2n ðßíáêåò A êáé Büðùò óôçí (ii) êáé ÷ñçóéìïðïßçóå ôïí áëãüñéèìï áðü ôçí (i) ãéá íá õðïëïãßóåéò C =AB + BA. Ï ðßíáêáò XY ìðïñåß íá äéáâáóôåß áðü ôï ðÜíù äåîéÜ ôåôáñôçìüñéï ôïõC. Ï ÷ñüíïò ðïõ áðáéôåßôáé ãéá áõôüí ôïí áëãüñéèìï öñÜóåôáé áðü ðÜíù áðü ôïí÷ñüíï ãéá íá ãßíåé ôï (i), ðïõ åßíáé 3S(2n) + O((2n)2) +O(nc + n2). Áöïý c ≥ 2, ï÷ñüíïò ðïõ áðáéôåßôáé åßíáé Ï(nc).2. Ìáò äßíïíôáé n áêÝñáéïé a1; · · · ; an. Ìáò æçôåßôáé íá âñïýìå ôïõò óõíôåëåóôÝò c0; · · · ; cn−1 ôïõðïëõùíýìïõ (x + a1) · (x + a2) · · · · (x + an) = xn + cn−1xn−1 + · · · + c0. ÐáñïõóéÜóôå Ýíá
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áëãüñéèìï ôïõ ôýðïõ äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü ìå ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôáO(n lg2 n).Ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ôï n åßíáé äýíáìç ôïõ 2. (ÅÜí äåí åßíáé äýíáìç ôïõ äýï, ìðïñïýìåíá åðåêôÞíïõìå ôçí åßóïäï a1; · · · an ìå ìçäåíéêÜ þò ôïí ðéï êïíôéíü áñéèìü ðïõ åßíáé äýíáìçôïõ äõï, íá ôñÝîïõìå ôïí áëãüñéèìï, êáé íá åðéóôñÝöïõìå ôïõò ðñþôïõò n óõíôåëåóôÝò ôïõðïëõþíõìïõ ðïõ ðñïêýðôåé.Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ ðïëõþíõìïõ (x+a1) · · · (x+an), ìðïñïýìå íá õðï-ëïãßóïõìå áíáäñïìéêÜ ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ p(x) = (x+a1) · · · (x+an=2) êáé ôïõò óõíôåëåóôÝòôïõ q(x) = (x+ an=2+1) · · · (x+ an) êáé êáôüðéí ôïõ ãéíüìåíïõ p(x)q(x) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïíFFT áëãüñéèìï ìå ðïëõùíõìéêü ðïëëáðëáóéáóìü. ÁõôÞ ç ðáñáôÞñçóç ïäçãåß óôïí ðáñáêÜôùáëãüñéèìï:Algorithm coeÆcients(a1; · · · ; an)if n = 1 return (1; a1)g1; · · · gn=2) := coefficients(a1; · · · ; an=2)h1; · · ·hn=2) := coefficients(an=2+1; · · · ; an)return convolve((g1; · · · gn=2); (h1; · · ·hn=2))Åäþ, ï áëãüñéèìïò convolve(p; q) õðïëïãßæåé ôçí óõíÝëéîç ôùí áêïëïõèéþí p; q. (ÅÜí ôá p, qèåùñïýíôáé ùò ðïëõþíõìá âáèìïý n ôá ïðïßá áíáðáñéóôïýíôáé áðü ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõò, ôüôåç convolve(p; q) åßíáé ôï ãéíüìåíï ôïõò.) Áðü ôéò äéáëÝîåéò ãíùñßæïõìå üôé áõôüò ï áëãüñéèìïòáðáéôåß ÷ñüíï O(nlogn) ðñÜîåùí üôáí ôá p; q åßíáé áêïëïõèßåò áñéèìþí ìåãÝèïõò n.To ðëÞèïò ôùí ðñÜîåùí ðïõ åêôåëåßôáé ãéá ôçí coefficients éêáíïðïéåß ôçí áíáäñïìÞ T (n) =
2T (n=2) +O(n logn) (ìå âÜóç T (1) = O(1)). ÁõôÞ éóïýôáé ìå T (n) = O(n log2 n).3. Ìáò äßíïíôáé ïé áêÝñáéïé n; k êáé ïé ðéèáíüôçôåò p1; · · · ; pn. Ãéá êÜèå i, 1 ≤ i ≤ n, pi åßíáéç ðéèáíüôçôá ç ñßøç i åíüò íïìßóìáôïò íá Ý÷åé áðïôÝëåóìá ôçí "êïñþíá". ÈÝëïõìå íá õðï-ëïãßóïõìå ôçí ðéèáíüôçôá íá Ý÷ïõìå óáí áðïôÝëåóìá ôçí "êïñþíá" k öïñÝò óå n ñßøåéò ôïõíïìßóìáôïò. Äþóôå Ýíá áëãüñéèìï ìå ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá (áñéèìü ðñïóèÝóåùí êáé ðïëëá-ðëáóéáóìþí) O(n2) ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ðéèáíüôçôáò.
¸íáò ôñüðïò íá ëõèåß ôï ðñüâëçìá åßíáé ìå äõíáìéêü ðñïãñáììáôéóìü. Ïñéóå L[i; j] íá åß-íáé ç ðéèáíüôçôá íá ðÜñïõìå áêñéâþò j êïñþíåò óôá i ðñþôåò ñßøåéò. Ç âáóéêÞ ðåñßðôùóçåßíáé L[0; 0] = 1 êáé L[i; j] = 0 ãéá j < 0. Åíçìåñþíïõìå ôïí ðßíáêá L äéáäï÷éêÜ (áýîçóç)÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíáäñïìÞ (ìå ôçí óåéñÜ i = 1; 2; · · · ; n ìå åóùôåñéêü loop j = 0; 1; · · · ; i):

L[i; j] = piL[i− 1; j − 1] + (1 − pi)L[i− 1; j]; j = 0; · · · ; iÇ ôåëéêÞ áðÜíôçóç äßíåôáé áðü ôï L[n; k]. Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôï L[i; ·] áðü ôï L[i − 1; ·]áðáéôåß O(n) ÷ñüíï, ï áëãüñéèìïò áðáéôåß O(n2) ÷ñüíï.4. ¸óôù D = {d1; · · · ; dn} Ýíá óýíïëï áðü íïìéóìáôéêÝò áîßåò, üðïõ di ≥ 1, êáé áêÝñáéïò.¸÷ïõìå Ýíá ìç öñáãìÝíï óýíïëï íïìéóìÜôùí áðü êÜèå áîßá. ÊÜðïéïò ìáò æçôÜ íá äþóïõìåíïìßóìáôá ãéá ôï ðïóü ôùí A Euro: Ôï ðïóü áõôü èá ðñïÝëèåé áðü ôá íïìßóìáôá ðïõ Ý÷ïõìåóôç äéÜèåóç ìáò. Áí ìðïñïýìå íá äþóïõìå ôï ðïóü áõôü, ëÝìå üôé ôï A åßíáé áíáðáñáóôÞóéìïóôï D.
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(a) Äþóôå Ýíá áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììáôéóìïý ï ïðïßïò, üôáí ôï A åßíáé áíáðáñá-óôÞóéìï óôï D, âñßóêåé ôçí áíáðáñÜóôáóç ôïõ ìå ôïí åëÜ÷éóôï áñéèìü íïìéóìÜôùí.¸óôùM(i) ï åëÜ÷éóôïò áñéèìüò íïìéóìÜôùí ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç ôïõ i.ÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôï M(A). ÅÜí ôï i åßíáé áíáðáñáóôÞóéìï êáé ìéá íïìéóìáôéêÞáîßá dj ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óå ìéá åëÜ÷éóôç áíáðáñÜóôáóç ôïõ i, ôüôå M(i) åßíáéáðëþò M(i− dj) + 1. ÔõðéêÜ,M(i) = min
1≤j≤n{M(i− dj) + 1}

åáí ôï åëÜ÷éóôï õðÜñ÷åé êáé M(i) = ⊥ (ìç áíáðáñáóôÞóéìï) äéáöïñåôéêÜ. Ïé âáóéêÝò ðå-ñéðôþóåéò åßíáé M(0) = 0 êáé M(i) = ⊥ åÜí i < 0. Ôï ìÝãåèïò ôïõ ðßíáêá åßíáé ãñáììéêüóôï Á êáé ãéá íá ãåìßóïõìå ôïí ðßíáêá ÷ñåéáæüìáóôå O(n) ÷ñüíï ãéá íá åëÝãîïõìå ôéòðáëáéüôåñåò ôéìÝò. Ïðüôå ï ÷ñüíïò ðïõ áðáéôåßôáé åßíáé óßãïõñá O(nA).(b) Äþóôå Ýíá áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììáôéóìïý ï ïðïßïò, ìå äåäïìÝíá ôá A êáé D,âñßóêåé ôïí áñéèìü ôùí áíáðáñáóôÜóåùí ôïõ A óôï D.¸óôù M(i) ôï ðëÞèïò ôùí ôñüðùí ãéá áíáðáñáóôÞóïõìå ôï j ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï ôéòíïìéóìáôéêÝò áîßåò d1; · · · ; di. Åíäéáöåñïìáóôå íá õðïëïãßóïõìå ôï M(n;A). Ìðïñïýìåíá èåùñÞóïõìå äýï áíáðáñáóôÜóåéò ôïõ j ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï d1; · · · ; di: áõôÝò ðïõ ÷ñç-óéìïðïéïýí ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá íüìéóìá áîßáò di êáé áõôÝò ðïõ äåí ÷ñçóéìïðïéïýí êáíÝíáíüìéóìá áîßáò di. Áöïý áõôÜ ôá óýíïëá áíáðáñÜóôáóçò åßíáé îÝíá ìåôáîý ôïõò êáé êáëý-ðôïõí üëåò ôéò ðòñéôðþóåéò áíáðáñÜóôáóçò ôïõ j ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá d1; · · · ; di, Ý÷ïõìåôïí ðáñáêÜôù áíáäñïìéêü ïñéóìü ãéá ôï M(i; j):M(i; j) = M(i; j − di) +M(i− 1; j))Ïé âáóéêÝò ðåñéðôþóåéò åßíáé M(i; 0) = 1 ãéá üëá ôá i ≥ 0 (õðÜñ÷åé ìüíï Ýíáò ôñüðïò íááíáðáñáóôáèåé ôï 0) êáé M(0; j) = 0 ãéá üëá ôá j > 0 (äåí õðÜñ÷åé ôñüðïò íá áíáðáñá-óôÞóïõìå ôï j ÷ùñßò íïìßóìáôá). Ôï ìÝãåèïò ôïõ ðßíáêá åßíáé nÁ êáé ãéá íá ãåìßóïõìåìéá èÝóç ôïõ ÷ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå óôáèåñü áñéèìü áðü åëÝã÷ïõò. Ïðüôå ï ÷ñüíïò ðïõáðáéôåßôáé åßíáé O(nA).ÐáñÜäïóç: 29 Öåâñïõáñßïõ.
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